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GIHKJMLONOPRQSL	T /VUXWZY)[K\^]`_EUbadc)efUgc)] hIUAifjRUkaSi)lRUm_IWZY)[K\n] \McOUm[oWbpqUrananYRa�]s[�iftftoanY�uE] hvi	cOUw_xU�WkYR[rj)YZy zEcO] Y)[v1A?3B
h&Yo_EUmy \	0{7�[fUxa)U�\^zoy cK]M\{c	eKi�c{cReEU|cR] hIUdiEjRUmaOi)l)U�_XWrYR[f\^] \^cnUm[KWkpAUranaOYRa

τ0

YK}Rc)efUx~rUmanY)cOeXY{aO_EUmaKh&Yo_rUmy)WZYR[ZjZUbanlRU�\
c)Y�~EUbanY�zd[o] }�YZanhIy p"]�[�c)efU,�x] [fUbcn] W,j|] \nWbYZ\^] c�p�iK[f_"]�[&c	efU = Umpr[oYRy _o\w[|zfh��KUba�0�/VUq[5Uburc8l{] j)U�WrYR[f\^] \^cnUm[KWSpUEanaOY)aw��YRzf[o_o\3}nYraAc	eoU,ex] l)efUma3Yd_rUmaAh�YE_EUmy \m�f\	eoY��w] [fl�c)efUk] aXWZY)[K\n] \McOUm[oWbp�UrananYZaO\

τN → 0

aRi	tf] _oy p�}nYZa3cReoU
iEjRUmaOi)l)] [fl�a)iZ_r] zf\��,Uby yf�,] cOef] [vc	eoUw]s[{Uba^cO] iRyoaRi	[fl)Ur0x6qefUAUEaOanY)a�]�[IcReoUwe5] lReoUba�Y{aO_EUba�h&YE_oUmy \�iKy`\^Y,_xU�WbanUmi)\nU�\
i{\5c)eoUAysU	[ol)cOeI\	Wmi)y Uw1
]s[�WkanU�iR\^U�\m0

���k���(� NO�oJmT yMiZanlRU3UE_o_opq\	] h�zfy i	cO] Y)[5�	iKtotfanYmuE] h�i�cSUA_5UbWbYR[rjRY)y zEcn] YR[Ih&YE_EUbyM�mcRzoan�fzEy Uk[KWbU
Gv����J��fHr� � QkLAQr� PZJnJ^�`�RQkP	LO� �R� T

�x� �m�5�)�R�g���3�E�)���x� �����s R¡f¢E£�¤�¥g¦§¡f )�M¢o¨x©Aª)�s¦V¥g©�¨|£)��«x¤¬«x­�£)¥3 )®g¥3©s¡f¤5£"¯>«�°&ª�«x­��s¤A¢E«x¦§±g R¡fªRª	²
��®g©s¡5³�´d�MªR¢E«x¥Aªµ¯>¥g�M¶gªµ�Mªµ«x­^£)¡o¤·¤g«|£V¢o«x¦§±g¥�£Z¨�£R�s«5¤3¨|©�©s¸¹¡f¢o«x¤g«5¦º�M¢o¨x©v«x »¡o´x¡f¤-­n¡f¨5ª	��®g©�¡x¼¾½"¿�¥3ªo³
´�¨| R�s«5¥3ª�£)¥g R®g¥g©�¡o¤3¢o¡§¦º«�¶�¡f©�ªÀ¨x )¡V¥3ª)¡f¶Á­n«x Àª	��¦»¥3©�¨|£)��«x¤3ª
ª)¡o¡oÂ���¤gÃÄ£)«Å±g )¡K¶��M¢r£µ¯>«�°Æª	£R¨�£R��ª	£)�M¢oª
«x "¨{´x¡f R¨xÃx¡Kªo¼�Çm¤>È(É�Ê$ËO©�¨x )Ã5¡�¡f¶3¶�¸¬ª	��¦»¥3©�¨|£)��«x¤AÌv£)¿g¡�¡o´5«x©�¥�£)��«x¤Í«|­(©�«�¢o¨|©k³�ª	±A¨�£)�M¨|©8¨{´5¡o Z¨|Ãx¡KªI�Mª
ª)«x¥gÃ5¿5£K¼,Î� R«5¨x¶g©s¸5³�£)¿g¡f )¡&¨x )¡�£�°�«�£�¸d±w¡fªv«|­8È(É�Ê»¦§«�¶�¡o©MªI«|­w£)¥3 )®g¥3©s¡f¤3¢E¡5ÏqÐ�ÑKÒ)ÓoÔ)Õ�Ö�×RÕsØ5Ñ�«5 I±g¿g¡o²
¤g«5¦º¡f¤g«x©�«xÃ5��¢f¨|©�¦§«�¶�¡o©Mª&Ën¡5¼ ÃA¼s³5¡f¶g¶g¸V´��Mª)¢o«5ª)�Ù£�¸µ¦§«�¶�¡f©�ªZÌ�¨|¤3¶ºÖgÔRÑfÐgÕ�ÓE×)Õ�ØxÑ
¦§«�¶g¡o©Mª�ËO¢o«x¤3ª)�M¶�¡o R¡f¶
¿g¡f )¡f�s¤AÌE¼q½"¿3¡�¨5¢o¢E¥3 R¨5¢E¸�«|­A¨�¦§«�¶g¡o©8Ën¦§¡f¨x¤g��¤gÃ ||averagedNSEsolution−LESsolution|| Ì¢o¨x¤§®A¡&¨5ª)ª)¡fªRª	¡K¶µ��¤Cª	¡f´x¡o Z¨|©�¡oÚ�±A¡f )��¦§¡o¤d£R¨x©g¨|¤3¶§¨|¤A¨|©�¸5£R��¢f¨|©�°"¨{¸�ªo¼qÛ�¤3¡��s¦§±w«x )£R¨|¤d£�¨x±g±g R«5¨x¢Z¿
Ë^­n«5 "°�¿g��¢Z¿Í£)¿g¡f )¡�¨| R¡�¢o¥g ) R¡o¤d£R©s¸º­n¡o°Ü )¡Kª	¥g©s£RªZÌ���ª�£)«§ª	£)¥3¶�¸¬¨x¤3¨|©�¸d£)�M¢o¨x©s©�¸º£)¿g¡�¦§«�¶g¡o©kÝ ª"ÓEÞ5ß3Ò)Õ�Ò	à
×)Ñfß3ÓEáÅÑoÔRÔRÞxÔÍËS¶�¡fâx¤g¡f¶>±g R¡f¢o��ª)¡o©�¸Í®w¡o©�«�°�Ì"¨xª�¨º­n¥g¤3¢E£)��«x¤¾«|­�£R¿g¡»¨{´x¡f R¨xÃx��¤gÃº R¨5¶��s¥Aª

δ
¨|¤3¶Å£R¿g¡

ã ¡f¸d¤3«x©M¶gª&¤�¥g¦V®A¡f 
Re
¼&½"¿3¡µ�s¤3¿g¡o R¡o¤d£�¶��Säå¢E¥g©s£)��¡fª�¨| R¡À£R¿3¨�£VËO�MÌ�¢E«5¤3ª)��ª	£)¡f¤3¢E¸Ä¡o R )«5 &®A«5¥g¤3¶gª

­n«x I��¤3âx¤g�Ù£R¡o©�¸Vª)¦§«d«x£)¿V­n¥g¤3¢E£)��«x¤3ªI¿A¨| Z¶�¸»¨x¶3¶� )¡Kª)ªq¡Kª)ª)¡o¤d£)�M¨|©�­n¡K¨�£R¥g )¡Kª�«|­w£)¥g R®g¥g©�¡o¤d£�¯>«�°&ª�ª)¥3¢Z¿
¨xª"�� R )¡fÃx¥g©M¨| R�Ù£�¸¬¨x¤3¶Å )�M¢Z¿g¤g¡Kª)ª"«x­qªR¢o¨x©s¡Kªo³g¨x¤3¶-Ën���MÌ"°�«x Zª	£�¢f¨xª)¡
®A«5¥g¤3¶gª"­n«5 �Ãx¡f¤g¡o Z¨|©8°�¡f¨xÂÍª	«x²
©�¥�£)��«x¤3ªÍ«|­�£)¿g¡¹æ�¨{´��s¡f ÍÊd£)«5Âx¡KªC¡fçd¥3¨|£)��«x¤3ª¬¨x )¡¾ª)«è±A¡Kª)ª)��¦º�Mª	£)�M¢$¨xª§£R«è¸��s¡f©�¶é©��Ù£)£)©�¡$��¤3ª	��Ãx¿d£K¼
ê «�°�¡o´5¡o K³��Ù£���ª�Âd¤3«�°�¤Ä£R¿3¨�£�¨�­^£)¡f &£R�s¦§¡µ«5 &¡o¤3ª)¡o¦V®g©�¡»¨{´x¡f R¨xÃx��¤gÃ3³d£)¥3 )®g¥3©s¡f¤5£�´x¡o©�«�¢E�s£�¸Äâx¡o©M¶gª
¨| R¡C«|­^£R¡o¤è«5®3ª	¡f )´5¡f¶Á£)«$¿A¨{´x¡§�s¤d£R¡o R¦º¡K¶��M¨�£)¡Í )¡fÃx¥g©M¨| R�Ù£�¸¹¨xªÀ±g R¡f¶g��¢E£)¡f¶-®�¸Á£)¿g¡Íë
«5©s¦§«5Ãx«x R«�´
£)¿3¡o«x R¸CËn«x­^£)¡o¤§¢o¨x©s©�¡f¶µ£)¿g¡"ë
ì3í�£)¿g¡f«x R¸gÌr³|ª)¡o¡x³{­n«5 ,¡oÚg¨|¦§±g©�¡x³gî ïqðdñ{òb³�î Î�Ç�È(óxì{òk³Mî ô�óxó{òb³3î Ê�ógíEòk¼�½"¿g�Mª
¢o¨5ª	¡C�Mªµ«x­^£)¡f¤è )¡o­n¡o R )¡K¶Á£R«Á¨xª»¿g«x¦§«5Ãx¡o¤3¡o«x¥Aª
��ª)«|£R )«5±g��¢º£R¥g R®g¥g©�¡o¤3¢o¡Í¨|¤3¶-´�¨x )��«x¥3ªµ¤g«x R¦CªÀ«|­
¯>«�°õçd¥3¨x¤d£)�s£)��¡fª�¢o¨x¤Ä®w¡
¡fª	£)��¦C¨�£)¡K¶Å�s¤Ä£)¿g�Mª&¢f¨xª)¡�¥Aª	��¤gÃº£)¿g¡Àë
ìAí�£R¿g¡o«5 )¸5³gôv©M¨|¤3¢Z¿g¡f )¡f©SÝ ª"½"¿g¡E²
«x R¡o¦ö¨|¤3¶Áª	±w¡f¢E£) Z¨|©���¤d£)¡oÃ5 R¨|£)��«x¤�¼"÷+¡»¦§¡o¤d£R�s«5¤g¡f¶¾È(�s©�©s¸XÝ ª�­O¨x¦º«5¥3ª&±A¨|±w¡o Vî È(ø�ùfòq¨5ª�¨x¤¾¡f¨| R©�¸
¨|¤A¶Í��¦§±A«5 	£Z¨|¤d£&¡EÚg¨|¦§±g©�¡x¼

Çm¤ú£)¿g�MªC R¡o±w«x )£º°�¡¾¢E«5¤3ª	�M¶�¡f §£)¿g�Mª§£)¿3�s Z¶·°"¨{¸å®w¡oÃ5¥g¤û��¤üî È,È(óxìx®�òbÏ$¢E«x¤Aª	�Mª�£R¡o¤3¢o¸å¡o R R«x 
®w«x¥g¤3¶3ª�¨x )¡�¶g¡o´x¡f©s«5±A¡K¶§­n«x �×)Õ�ý§Ñ�þ{Ø5ÑoÔZþ|ÿxÑKÐ8³�­n¥g©�©�¸§¶g¡o´x¡f©s«5±A¡K¶8³d¿g«x¦§«xÃ5¡o¤g¡f«x¥3ªf³x�Mª)«|£) R«x±3��¢"£R¥g )²
®g¥g©�¡o¤A¢E¡x¼�Ê�¥3¢Z¿>®A«5¥g¤3¶gª�¨| R¡���¤g¿g¡f )¡f¤d£)©�¸¬�s¤d£R¡o R¡fª	£)��¤gÃC¨|¤3¶Ä£)¿3¡o¸Ä¨x©�ª)«C¨|¤3ª)°�¡o �£�°�«§��¦§±A«5 	£Z¨|¤d£
 R¡o©M¨�£)¡K¶¹çd¥g¡Kª�£R�s«5¤3ª�«|­�þxÓfÓ��gÔZþxÓoá·¨|¤3¶��nÑKþxÒ)Õ��gÕ���ÕÙ×�áú«|­"È(É�Ê8¼ ê «�°*ª)¦C¨|©�©I¦»¥3ª	£

δ
®w¡C°��s£)¿- )¡o²

ª)±A¡K¢r£
£)« ã ¡º£R«Å¿A¨{´x¡V£)¿g¡C¨{´x¡f R¨xÃx¡º¢E«x¤Aª	�Mª�£R¡o¤3¢o¸¾¡o R )«5 
<< O(1) �
	 ¨x¤+¢o«x¤3ª)��ª	£)¡f¤3¢E¸Á¡o R )«5 

<< O(1)
®w¡µ¨�£	£Z¨|��¤g¡f¶Í­n«x "£R¿g¡µ¢E¥g£)«��*©s¡f¤gÃ|£R¿�²mª)¢f¨|©�¡

δ
°��Ù£R¿g�s¤>£R¿g¡À��¤g¡o )£)�M¨|©8 Z¨|¤gÃ5¡ �È�¡o£C£)¿g¡Á´x¡o©�«�¢E�s£�¸

u(x, t) = uj(x1, x2, x3, t), (j = 1, 2, 3)
¨|¤3¶ú±g R¡fªRª)¥g )¡

p(x, t) =
p(x1, x2, x3, t)

®w¡�¨À°�¡f¨xÂºª)«x©�¥�£R�s«5¤§£)«µ£R¿g¡�¥3¤3¶�¡o R©�¸d��¤gÃ»æ�¨{´��s¡f �Êd£)«5Âx¡Kªv¡fçd¥3¨|£)��«x¤3ª�ËOæ�Ê�Éè­n«5 

∗
@�Ubtfi)a^cOhvUb[ZcoYK}�
»i	cOefUmhvi�cO] Wm\m���I[f] jRUmaO\^] cMp�Y{}��8] c^cS\^�fzoanlRex���8] cnck\^�ozfanl)e5����2����������o����BE2������ny��Xtf] cnc)0 Um_ozx�

e�cncSt��  � ��A�w�q0 hvi	cOe50 tf] cOc�0 Um_oz! �"k�#�ny���tdi)a^cO]`i)y y pq\	zEtft{Y)a^cSU�_,�xpq9�B�$&%vaSi)[Zc�@'
�B(�(���()*�(��)
†
BxF = 
&2 = �
�'
 = + 9 = B,�!�-�-�f�.�I[o] j)UmaS\^] cnU = Um[o[EU�\/���.$�0�1����-���K� = Um[E[fU�\m�2$xaSi	[KWbUR�

= YRl)Uma�0 1|Ub�3iR[o_oY	�X\^�r]��Xzo[f] j�0�anUm[o[fUm\3�Z0 }�a��	e�cncOt#�  - 	[fi)hIUr0 hvi)cOe|0 zf[o] j�0sanUm[f[oUm\3�Z0 }�a4 �aOY)lRUba�0 y Um�3i)[f_oY��X\^�r]M0
�



ª)¿g«x )£ZÌ

ut + u · ∇u− ν4u+ ∇p = f, and ∇ · u = 0, in Ω × (0, T ),
Ë	íx¼�íKÌ

°�¿g¡f )¡
ν = µ/ρ

��ª¬£)¿g¡¹Âd��¤g¡f¦§¨|£)�M¢¾´���ªR¢E«dª	�s£�¸x³
f
��ª¬£)¿g¡¹®A«�¶�¸û­n«x Z¢E¡5³

p
��ª¬£)¿g¡¹±g )¡Kª)ª)¥g R¡x³

Ω = (0, L)3
��ª�£)¿g¡�¯>«�°.¶�«x¦C¨|��¤�¼I½"¿g¡�¨|®w«�´x¡�æ�¨{´d��¡o )²�Êd£)«5Âx¡fªv¡fçd¥3¨�£R�s«5¤3ª�¨x )¡�ª	¥g±3±g©s¡f¦§¡o¤d£)¡K¶

®�¸C£)¿3¡À�s¤g�s£)�M¨|©,¢E«x¤A¶��Ù£R�s«5¤�³�£R¿g¡À¥3ª)¥3¨|©8±g R¡fªRª)¥g )¡�¤g«5 )¦C¨|©����f¨�£R�s«5¤Ä¢o«x¤3¶��s£)��«x¤

u(x, 0) = u0(x), and

∫

Ω

pdx = 0,
Ë	íx¼��xÌ

¨|¤A¶À¨|±g±g R«x±3 )�M¨�£R¡I®A«5¥g¤3¶g¨x )¸
¢E«5¤3¶��s£)��«x¤3ª���«x¥g (¡fª	£)��¦§¨|£)¡Kª,¨x )¡�­n«5 �£)¿3¡�¢o¨5ª	¡�«|­�±A¡f )��«�¶��M¢v®w«x¥g¤3¶�²
¨| R¸Í¢o«x¤3¶��s£)��«x¤Aª"°��Ù£R¿��f¡o R«V¦§¡K¨|¤>�s¦§±w«5ª)¡f¶Ä¥g±w«x¤Å£)¿g¡À´5¡o©�«�¢E�s£�¸Í¨|¤3¶Å¨|©�©(¶g¨|£R¨

u(xj + L, t) = u(xj , t), and

∫

Ω

u(x, t)dx = 0,
Ë	íx¼ �5Ì

where

∫

Ω

u0(x)dx = 0, and

∫

Ω

f(x, t)dx = 0, for 0 ≤ t ≤ T.
Ë�í5¼ ì�Ì

÷+¡>ª	£)¥A¶�¸å¨Á¦§«�¶�¡f©�­n«5 ºª)±3¨5¢E�M¨|©�¨{´x¡f R¨xÃx¡fªµ«|­&£R¿g¡Å¯>¥3��¶û´x¡f©s«�¢E�s£�¸-°��Ù£R¿·£R¿g¡Ä­n«x©�©s«�°���¤gÃ¹¶g�Ù­^²
­n¡o R¡o¤d£R��¨x©�â|©s£)¡f f¼$È(¡E£

δ
¶�¡o¤g«x£)¡C£R¿g¡Ä¨{´5¡o Z¨|Ã5�s¤gÃ> Z¨x¶���¥3ª��IÃx��´x¡f¤

φ,
�s£Rªº¨{´x¡o Z¨|Ã5¡x³q¶�¡o¤g«x£)¡K¶

φ
³

�Mª&£R¿g¡Vª)«x©�¥�£)��«x¤Á«|­I£)¿3¡µ­n«x©�©�«�°��s¤gÃÍ®A«5¥g¤3¶g¨x )¸Å´�¨|©�¥g¡»±g R«x®3©s¡f¦ ¥g¤A¶�¡o  È8²b±A¡f )��«�¶��M¢µ®w«x¥g¤3¶3¨| R¸
¢E«5¤3¶��s£)��«x¤3ªfÏ

Aφ := −(
δ

L
)24φ+ φ = φ.

Ë�íx¼`ñxÌ

� ´5¡o Z¨|Ã5�s¤gÃ¬£)¿g¡§æ�Ê�Éõª	¿3«�°&ª&£R¿3¨�£�£)¿g¡V£) R¥g¡º¯>«�° ¨{´x¡o Z¨|Ã5¡fª�ªR¨�£R��ª	­n¸>£)¿g¡>Ën¤3«x¤�²m¢E©�«5ª)¡f¶3Ì�¡fçd¥3¨�²
£)��«x¤Aª

ut + ∇ · (u u) − ν4u+ ∇p = f, and ∇ · u = 0.
Ë�íx¼ ø5Ì

½"¿g¡	�f¡o R«|£)¿õ«x Z¶�¡o ¾¦§«�¶�¡f©µ¨| R��ª)¡fªÄ­n R«x¦
u ' u + O(δ2)

³ÀÃ5�s´���¤gÃ
u u ' u u + O(δ2).

	 ¨|©�©��s¤gÃ w, q £)¿3¡$ )¡Kª	¥3©Ù£R�s¤gÃû¨|±g±g R«{Ú��s¦C¨|£)��«x¤3ªº£R« u, p ³&°�¡$«x®g£R¨|��¤é£)¿3¡$¦§«�¶g¡o©
ª�£R¥3¶���¡f¶é��¤î È(È(ó
�{òb³�î È(È,ó|ì�òbÏ

wt + ∇ · (w w) − ν4w + ∇q = f, and ∇ · w = 0.
Ë	íx¼�ù|Ì

½"¿g�Mª��o¡f )«x£)¿Ä«x Z¶�¡o �¦§«�¶�¡o©kÝ ª�¢E«x¤Aª	�Mª�£R¡o¤3¢o¸¬¡o R R«x 
τ0
��ª&Ãx��´x¡o¤Å®�¸XÏ

τ 0 := u u− u u.
Ë�íx¼ �5Ì

½"¿g¡À¦§«�¶�¡o©kÝ ª"¡o R )«5 f³
u− w

³3ªR¨�£)�MªRâ|¡fª
e(0, x) = 0,∇ · e = 0

¨|¤3¶

(u− w)t + ∇ · (u u− w w) − ν4(u− w) + ∇(p− q) = ∇ · τ 0
Ë�í5¼ ðdÌ

°�¿g�M¢Z¿¹�MªÀ¶� R�s´5¡o¤¹«x¤g©�¸$®�¸¾£)¿3¡º¦§«�¶�¡f©SÝ ªÀ¢E«5¤3ª	�Mª	£)¡o¤A¢E¸$¡f ) R«x 
τ0
¼CÊ���¤3¢E¡º£R¿g¡C¦§«�¶g¡o©I�MªÀª�£Z¨|®g©�¡

¨|¤A¶+ª	£R¨x®g©�¡V£R«¾±A¡f 	£R¥g R®3¨�£R�s«5¤3ªo³�î È,È(óxì�ò�³�£R¿g¡¬þxÓfÓ��gÔZþxÓoáû«x­�£R¿g¡C¦§«�¶�¡o©v�MªÀÃ5«�´x¡o R¤g¡K¶$®�¸¾£)¿3¡
ª)�
�f¡�«x­q´�¨x )��«x¥3ª�¤g«5 )¦Cª"«x­,�s£Rª&¢o«x¤3ª)��ª	£)¡f¤3¢E¸Í¡o R )«5 �£R¡o¤3ª)«x 

τ 0
¼

½"¿g¡º¨|®w«�´x¡µ¡oÚ�¨x¦§±g©s¡V��ª�£R¿g¡Vª)�s¦§±g©�¡fª	£CËn¿g¡f¤3¢E¡��o¡f )«x£)¿¾«x Z¶�¡f ZÌ&¦º«�¶�¡f©,��¤Á¦C¨x¤d¸Å­O¨x¦º��©��s¡Kª
«|­�È(É�Ê$¦§«�¶g¡o©Mªo¼µ÷+¡C¢E«5¤3ª	�M¶�¡f �¿g¡f )¡f�s¤-¨Í­O¨|¦§�s©�¸¾«|­ � ±g±g R«{Ú��s¦C¨|£)¡§��¡K¢E«x¤�´5«x©�¥�£)��«x¤��$«�¶g¡o©Mª
Ën«5  � ���èÝ ªZÌÄ°�¿g«5ª)¡Á¥Aª	¡+�s¤ È(É�Ê.°"¨xªÄ±g��«x¤g¡f¡o R¡f¶.®�¸ÜÊd£R«x©��+¨x¤3¶ � ¶g¨|¦CªÅ�s¤ ¨úª	¡f )��¡fªÄ«|­

�



±3¨x±A¡f Rªf³�î � Êgógíròb³vî � Ê�ðxð|òk¼V½"¿g¡Cª	���o¡º«|­v£R¿g¡Cæ�£R¿¹¦§«�¶�¡o©Mª
¢E«5¤3ª	�Mª	£)¡o¤A¢E¸¾¡o R R«x &£R¡o¤3ª)«x À¶��� R¡f¢r£R©s¸
¶�¡o£)¡o R¦§�s¤3¡fª�£)¿g¡�¦§«�¶g¡o©kÝ ª�¨x¢f¢E¥g Z¨x¢o¸µ­n«x �£)¿3¡fª)¡�¿g��Ãx¿g¡f �«5 R¶g¡o �¦§«�¶�¡f©SÝ ª�¨5ªv°�¡o©�©S³8î ��É�ó|ì�òb¼����s´5¡o¤
£)¿3¡$´�¨|¤ 	 �Ù£)£)¡f 	£K³
î Î"Î"ð �{òb³�¨|±g±g R«{Ú��s¦C¨|£)¡¾¶�¡f¢o«x¤�´x«5©s¥g£)��«x¤·«5±A¡f R¨|£)«5  GN (N = 0, 1, 2, ...)ªR¨�£)�Mª	­n¸d��¤gÃ

u = GNu+O(δ2N+2),
­n«5 &ª	¦§«�«|£R¿

u,
Ë�íx¼�ífódÌ

£)¿3¡À¦º«�¶�¡f©�ª�ª	£)¥A¶��s¡K¶>®�¸ � ¶g¨x¦Cª�¨|¤3¶¾Êd£R«x©��
¨x )¡
Ã5�s´5¡o¤Å®d¸

wt + ∇ · (GNw GNw) − ν4w + ∇q + w′ = f, and ∇ · w = 0.
Ë�í5¼sí5íKÌ

½"¿g¡
w′ £)¡o R¦ ��ªÄ��¤3¢E©�¥3¶�¡K¶é£)«ú¶g¨|¦§±Üª	£) R«x¤gÃ5©s¸·£)¿g¡Á£)¡f¦º±w«x Z¨|©�Ãx R«�°"£)¿é«x­À£)¿g¡-¯>¥3¢r£R¥3¨�£R�s¤3Ã

¢E«5¦§±A«5¤g¡o¤d£�«x­�°Æ¶� R��´x¡o¤Á®d¸>¤g«5��ª)¡x³X¤�¥g¦§¡o R�M¢o¨|©q¡o R R«x Zªo³A�s¤g¡oÚg¨x¢r£
®w«x¥g¤3¶3¨| R¸>¢o«x¤3¶g�Ù£R�s«5¤3ª�¨x¤3¶
ª)«Ä«5¤�¼ ê ¡f )¡f�s¤(³8°�¡§¶� R«x±$£R¿g¡

w′ £)¡f )¦��f³�ª	¡f©s¡K¢r£
£)¿g¡§¨{´x¡f R¨xÃx��¤gÃ¬«5±A¡f R¨|£)«x �£)«>®w¡»£R¿g¡C¨|®w«�´x¡
¶����À¡o R¡o¤d£)�M¨|©Iâx©Ù£R¡o À¨|¤3¶úË^­n«5©s©�«�°���¤gÃ � ¶g¨|¦CªÀ¨x¤3¶+Ê�£)«x©��KÌ�¢Z¿g«�«dª	¡

GN

£)«Å®A¡§£R¿g¡§´�¨|¤ 	 �Ù£)£)¡o )£¨|±3±g )«{Ú���¦C¨�£)��«x¤(³Xî Î"Î"ð �Kòb³

GNφ := (−1)N+1
N∑

n=0

[I −A−1]nφ.
Ë�íx¼�í �5Ì

ïg«5 �¡EÚg¨|¦§±g©�¡x³�£R¿g¡À��¤3¶�¥3¢o¡f¶>¢E©�«5ª)¥g R¡�¦§«�¶�¡f©SÝ ª�¢E«5 ) R¡fª)±A«5¤3¶���¤gÃV£)«
N = 0

¨|¤3¶
1
¨| R¡

G0u = u, so u u ' u u+O(δ2),
Ë�íx¼�í��dÌ

G1u = 2u− u, so u u ' (2u− u) (2u− u) +O(δ4).
Ë�íx¼�íoì�Ì

½,«·±g R¡fª)¡o¤d£¬£R¿g¡¹ R¡fª)¥g©s£Rªf³&©�¡E£
< · > ¶g¡o¤g«x£)¡$£R�s¦§¡+¨{´x¡o Z¨|Ã5�s¤3ÃéËS¶�¡fâx¤g¡f¶Ü±g R¡f¢E�Mª)¡o©�¸û��¤

ª)¡f¢r£R�s«5¤ �xÌE³
δ
£)¿g¡§¨{´x¡f R¨xÃx��¤gÃ§ R¨5¶��s¥Aª&¥3ª)¡f¶¾��¤$£R¿g¡§È(É�ÊÅ¦§«�¶�¡f©S³

L
£R¿g¡VÃ5©s«5®3¨|©,©s¡f¤gÃ|£R¿ÁªR¢o¨|©�¡x³

Re
£)¿g¡ ã ¡o¸�¤g«x©M¶gªI¤�¥g¦V®A¡f v¨|¤3¶

U
£)¿3¡&¢Z¿3¨| Z¨x¢E£)¡o R�Mª�£R��¢�´x¡f©s«�¢E�s£�¸À¥3ª)¡f¶V£)«À¤3«x¤�²m¶���¦º¡f¤3ª)�s«5¤3¨|©��
�f¡

£)¿3¡º¡Kçd¥3¨�£R�s«5¤3ª�®d¸
U = time average of{ 1

L3 ||u(x, t)||2L2(Ω)}
1
2

¼º½"¿g¡V¤3«x R¦§¨x©Iª	¡o£	£)��¤gÃ>�Mª
¢Z¿3¨x R¨5¢r£)¡f )�Mª	£)�M¢Ä´5¡o©�«�¢E�s£�¸

U = O(1), L = O(1),
¨|¤3¶é£R¿g¡ ã ¡o¸�¤g«x©M¶gªÍ¤d¥3¦»®w¡o K³

Re
³�©M¨| RÃx¡

®w¡f¢o¨x¥3ª)¡µ£)¿3¡VÂ���¤g¡E£R��¢»´d�MªR¢E«5ª)�s£�¸x³
ν,
��ª�ª	¦C¨x©s©k¼�½"¿g¡f )¡º¨| R¡»«x£)¿g¡f �¢o¨5ª	¡Kª&��¤Á°�¿g�M¢Z¿

Re
��ª�©�¨x )Ã5¡

¶�¥g¡
£R«
L
ËSª	¥A¢Z¿>¨5ª"Ãx¡f«x±g¿�¸�ª	�M¢o¨x©8¯>«�°&ªo³8î È�¡o°&ð�ùfòqÌ�«5 

U
Ën��¤>°��s¤A¶Í£R¥g¤g¤g¡f©�ª�­n«x �¡EÚg¨x¦º±3©s¡{Ìr¼

�x���x� 
����	�
�f�)�x���ü���R���f�Å#$�g����
 � 	 «x¤3ª)��¶g¡o Câ| Zª�£V£)¿g¡>¢o¨5ª	¡Å«|­�£)¿g¡��o¡f )«x£)¿·«5 R¶g¡o ¦§«�¶�¡o©k³�Ë	íx¼�ù|Ì
¨x®A«�´5¡x¼Íï3«x À£R¿g¡Í¢o¨5ª	¡
N = 0

¨x¤3¶¹­n«x »ª)¦§«�«|£)¿
u
³,�s£»�MªÀ¡f¨5ª	¸$£)«Áª)¿g«�° £R¿3¨�£

τ 0 = O(( δ
L
)2).

Çm¤3¶�¡f¡f¶8³xª)��¦º±3©s¡"¡fª	£)��¦C¨�£R¡fªqÃx��´x¡ ||u−u||L2(Ω) ≤ ( δ
L

)2||4u||L2(Ω),
¨|¤3¶õ£)¿�¥3ª

ª)�s¤3¢o¡
τ = u (u− u) + (u− u)u,

�Ù£�­n«5©s©�«�°&ª��s¦§¦§¡f¶��M¨�£R¡o©�¸¬£R¿3¨�£

||τ0||L1(Ω) ≤ 2||u||L2(Ω)(
δ

L
)2||4u||L2(Ω), and < ||τ 0||L1(Ω) >≤ Cα

1
2
U2

L
1
2

Re
5
4 (
δ

L
)2

Ë�íx¼�íKñ5Ì
÷.¿g��©s¡� )¡f©s¡f´�¨|¤d£v�s¤¬ª)¦§«�«|£)¿C R¡oÃ5�s«5¤3ª�«|­X£R R¨x¤3ª	�s£)��«x¤A¨|©3¯>«�°&ªf³|£R¿g��ª�ª	¦§«�«|£R¿g¤g¡Kª)ªf³ 4u ∈ L2(Ω)

³
¤g¡f¡f¶�¡K¶¬¶�«�¡fª�¤g«|£"¶�¡fªR¢E R�s®w¡�£R¿g¡�£�¸�±g�M¢o¨x©A¢f¨xª)¡&«|­X£)¥3 )®g¥3©s¡f¤5£"¯>«�°&ªo¼�æ&¡oÚ�£�°�¡�ª)¿g«�°é�s¤ÄÊ�¡f¢r£R�s«5¤
�V£)¿3¨|£

< ||τ 0||L1(Ω) >≤ Re
1
2 L

1
2U4 δ

L
.

Ë�íx¼�ífødÌ

½"¿g¡Kª	¡�£�°�«V¡Kª�£R�s¦C¨�£R¡fªf³�Ë�í5¼sí{ñxÌ�¨|¤3¶+Ë�í5¼síKø5Ì�¤g¡EÚ�£K³g¨| R¡�¤g«x£&ª	¥8äå¢o�s¡f¤5£R©s¸Äª	¿3¨x )±Í£)«C¶� Z¨{°�¥3ª)¡E­n¥g©
¢E«5¤3¢E©�¥3ª)�s«5¤3ª�¨|£�¿3�sÃ5¿g¡o  ã ¡o¸�¤g«5©�¶gª�¤�¥g¦»®w¡o ZªºËOª)¡o¡ºÊ�¡f¢r£R�s«5¤Áì�Ìr¼
ïg«x �¡EÚg¨|¦§±g©�¡x³w£R¿g��ª�¡Kª�£R�s¦C¨�£R¡

� 6qeoU�WZYZ[f\^] \McOUm[KWkp8UrananYRa|]s[{_EzKWbUm_��|p8i{_o_o] [ol3cReoU����OcRUkaOhC]�\5\�h�i)y y Uba�cRefi)[8c)eKi�cxYK}rc	efU�[5YZ[Ey ] [oU�i)a{c)Umanh�0
/>eo] y U3]sc3_xYrUm\�i��(U�WSc5cReoUAh�YE_EUby�� \d_5pr[fi)hI]`Wb\m��]sc3_xYrU�\5[5YRc�i��(UmWkc5cReoUAYojRUmaOi	y yoWrYR[f\n] \^cOUb[fWbp(UoananYRa5Uo\^cO] h�i�cOUZ0
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ª)¥gÃxÃ5¡fª	£RªC£R¿g¡��f¡o R«|£R¿.«x Z¶�¡o Ä¦º«�¶�¡f©��Mª
O( δ

L
)
¨x¢f¢E¥g Z¨�£R¡$«x¤g©�¸û­n«x  δ

L
<< Re−

1
2
¼*Çm¤�«x¥3 

£)¿3�s Z¶é¡fª	£)��¦C¨�£)¡5³�¥3ª)�s¤gÃ-£R¿g¡¹ë�²bì3í>±g¿3¡o¤g«5¦º¡f¤g«x©�«xÃ5¸·¨|¤A¶.ª	±w¡f¢E£) Z¨|©���¤d£)¡fÃx Z¨�£)��«x¤(³�°�¡Áª)¿g«�°À³
 R¡o¦C¨| RÂ�¨|®g©�¸x³q£)¿3¡¬£)��¦§¡Å¨{´5¡o Z¨|Ã5¡f¶¹¦º«�¶�¡f©s��¤gÃ+¢E«x¤Aª	�Mª�£R¡o¤3¢o¸-¡o R )«5 µ��ª

O(( δ
L

)
1
3 ) ��� �����	��

����� ���������� � � �	����� ��� 
�� � � Re ��� � ������ � � � 
 � � ��!#"$����!��%��� � � ν Ï

< ||τ 0||L1(Ω) >' 6.8L
7
6U2(

δ

L
)

1
3 .

Ë�íx¼�í{ùxÌ

½,«���©�©s¥3ª	£) Z¨�£R¡�£)¿g¡"��¦º±3 )«�´5¡o¦§¡o¤d£�«|­IË�íx¼�ù|Ì,«�´5¡o "Ë�íx¼ ø5ÌE³xª)¥g±g R¡fªRª	��¤gÃ
¨|©�©�±3¨| Z¨|¦§¡E£R¡o Zªq¡EÚg¢E¡f±�£
δ
L

¨|¤3¶
Re
³�Ë	íx¼ ø5ÌE³3¨|¤3¶+Ë�í5¼`ùxÌ�£)«xÃ5¡E£R¿g¡o ���¦§±g©s¸

< ||τ 0||L1(Ω) >' Cmin{( δ
L

)
1
3 ,Re

1
2 (
δ

L
)}. Ë	íx¼�í��dÌ

½"¿g¡º¢E R«5ªRª	«�´5¡o "±A«5�s¤d£�°�¿g¡o¤·Ë	íx¼ ø5Ì&®A¡K¢E«x¦§¡Kª�ª)¿3¨| R±A¡f &£R¿3¨|¤·Ë	íx¼�ù|Ì&�s¤·Ë	íx¼ �5Ì"�Mª�°�¿g¡o¤
( δ

L
)

1
3 '

Re
1
2 ( δ

L
)
³g«5 �¡fçd¥g��´{¨x©s¡f¤d£)©�¸

( δ
L

) ' Re−
3
4
³3�S¼ ¡x¼�³g«x¤3©s¸¬°�¿3¡o¤Å£)¿g¡À¯>«�°õ��ª"­n¥3©s©�¸Í R¡fª)«x©�´x¡K¶'&

�x�)(�� 
����+* �o���o�-, 
��/.�.g�R�10���23,����+� �K�E�5�%4|� 
s�g�)���x�Ü#¾�g� ��
 ��Çm¤·Ê�¡K¢r£R�s«5¤ �>£)¿3¡
¨|®w«�´x¡q£R¡f¢Z¿g¤g�Mçd¥g¡fª,¨| R¡v¨x¶g¨x±�£)¡K¶�£)«�£R¿g¡vÃx¡f¤g¡o Z¨|©|¢f¨xª)¡x¼(½"¿3¡v±A«5�s¤d£�°��Mª	¡I¡f ) R«x 8��¤µ¶�¡K¢E«x¤�´5«x©�¥�£)��«x¤
®�¸

GN

°�¨5ªµ¢o¨x©�¢o¥g©�¨|£)¡K¶¹¡oÚ�±g©s�M¢E�s£)©�¸+´d�M¨Å£)¿3¡Íæ&¡f¥g¦C¨|¤g¤è©�¡o¦§¦C¨ �s¤åÈ(¡o¦§¦C¨���¼ �>�s¤å��¥g¤3¢f¨
¨|¤A¶ÄÉ�±3ª	¿d£R¡o¸�¤+î ��É�ó|ì|òk³

u−GNu = (−1)N+1(
δ

L
)2N+24N+1u.

Ë�íx¼�ífðdÌ

½"¿g¡À¦§«�¶�¡o©kÝ ª�¢E«x¤Aª	�Mª�£R¡o¤3¢o¸¬¡o R R«x K³
τN

³g�Mª�Ãx��´x¡f¤Í®�¸

τN := GNuGNu− u u
Ë	íx¼��|ódÌ

� ¶3¨|±�£R�s¤gÃÍ£)¿g¡V��¶g¡f¨xª��s¤>£R¿g¡ �f¡o R«|£R¿¾«x Z¶�¡o �¢f¨xª)¡»¨|¤A¶¾¥3ª)�s¤gÃ¬£)¿g�Mª�©M¨xª	£&­n«5 )¦V¥g©�¨3³3��¤Áª)¡f¢r£R�s«5¤ �
°�¡�Ã5�s´5¡À¨ºâx Rª	£�¡fª	£)��¦C¨�£)¡
«x­,£R¿g¡À¦§«�¶g¡o©kÝ ª�¢o«x¤3ª)��ª	£)¡f¤3¢E¸Í¡o R )«5 

τN

< ||τN ||L1(Ω) >≤
2C1α

1
2

(2N + 4
5 )

1
2

U2

LN− 1
2

(
δ

L
)2N+2 Re

3
4
N+ 1

2 .
Ë�íx¼���í{Ì

� ª)¡f¢E«5¤3¶Åª	¿3¨x )±w¡o "¡Kª�£R�s¦C¨�£R¡À��ª�£R¿g¡o¤>±g R«�´x¡f¤ ��£)¿3��ª"¡Kª�£R�s¦C¨�£R¡
£R¨xÂx¡fª�£R¿g¡ÀÃx¡f¤g¡o Z¨|©w­n«5 )¦>Ï

< ||τN ||L1(Ω) >≤ C(N,α, U, L)[Re
3
4
N− 1

4 (
δ

L
)2N+1 + (

δ

L
)N+ 4

3 ],
Ë�íx¼�� �5Ì

°�¿g¡f )¡�£)¿3¡À±g )¡K¢E�Mª	¡À¶�¡f±A¡f¤3¶�¡f¤3¢E¡À¥g±w«x¤
N,α, U, L

�Mª"Ãx��´x¡f¤Ä��¤Å£)¿g¡µ¶�¡f )��´�¨�£R�s«5¤�¼
½"¿g¡µ��¦§±3¨x¢E£�«|­�£R¿g��ª�¨|¤3¶Å£R¿g¡µ±g R¡o´���«x¥3ª&¡fª	£)��¦§¨|£)¡Kª�«x¤¾±g Z¨x¢E£)�M¢o¨x©���ªRª)¥g¡fª���¤$È(É�ÊÅ��ª�¢E«x¤g²

ª)��¶�¡f )¡K¶§�s¤¬ª)¡f¢E£)��«x¤CìA¼q÷+¡�ª)¿3¨|©�©Aª)¡o¡&£)¿3¨|£�£)¿3¡fª)¡�£�°�«»¡fª	£)��¦§¨|£)¡Kª�¨| R¡&ª	£) R��¢E£)©�¸V®w¡E£)£)¡o �£)¿A¨|¤§£)¿3¡
N = 0

¢o¨5ª	¡
°��s£)¿> R¡fª)±A¡K¢r£"£)«C®w«|£R¿>¶g¡o±w¡o¤3¶�¡f¤3¢E¡À«5¤
L
¨x¤3¶Ä£)¿g¡À R¡fª)«x©�¥�£)��«x¤Ä )¡Kçd¥g�s R¡f¶Í­n«x &¨x¤

¨x¢f¢E¥g Z¨�£R¡�È,É�ÊX¼
(�� 
�����57698 �;: �x��2�, 
s��<�2 ��½"¿g¡À¦§«dª�£���¦º±w«x )£R¨x¤d£�¢o«x¦§±w«x¤g¡f¤5£Zª�«|­q£)¿g¡Àë�²bì3í�£)¿g¡f«x R¸

¨| R¡µ£R¿g¡º£)��¦§¡>ËO«x 
¡o¤Aª	¡f¦»®g©�¡KÌ�¨{´x¡f R¨xÃx¡f¶>¡f¤g¡o RÃx¸¾¶��MªRª	��±3¨�£R�s«5¤Á Z¨�£R¡x³
ε
³(¨|¤3¶$£)¿g¡C¶��Mª	£) R�s®g¥g£)��«x¤

«|­�£)¿g¡C¯>«�°&ª�Âd��¤g¡o£)�M¢V¡f¤g¡o RÃx¸¾¨5¢E R«5ªRª�°"¨{´x¡µ¤�¥g¦V®A¡f Rªf³
E(k)

¼VÈ(¡E£
< · > ¶�¡f¤g«|£R¡V©�«x¤3ÃÍ£R�s¦§¡

¨{´x¡f R¨xÃx��¤gÃ

< φ > (x) := lim
T→∞

1

T

∫ T

0

φ(x, t)dt.
Ë ��¼�íKÌ

=



½"��¦º¡À¨{´5¡o Z¨|Ãx��¤gÃV��ª�£R¿g¡
«x R�sÃ5�s¤3¨x©8¨|±g±g R«5¨5¢Z¿C£)«º£R¥g )®3¥g©s¡f¤3¢E¡À«x­ ã ¡f¸�¤g«x©M¶gªf³�î ã ðdñKòb¼IÇb£�ª)¨|£)�Mª)âx¡fª
£)¿3¡
­n«x©�©s«�°���¤gÃ 	 ¨|¥3¢Z¿�¸d²�Ê�¢Z¿�°�¨x 	£ �&�s¤3¡fçd¥3¨|©��s£�¸

< (φ, ψ)L2(Ω) > ≤ < ||φ||2L2(Ω) >
1
2< ||ψ||2L2(Ω) >

1
2 .

Ë �g¼ �5Ì

½"¿g�Mª8­n«5©s©�«�°&ªo³f­n«x (¡EÚg¨|¦§±g©�¡x³{®�¸�¨x±g±g©�¸��s¤gÃ"£R¿g¡v¥3ª)¥3¨x© 	 ²�Ê��s¤g¡Kçd¥3¨|©��Ù£�¸�«x¤ Ωx(0, T )
­n«x©�©�«�°�¡K¶�®�¸

£R¨xÂ��s¤gÃ�©s��¦§�Ù£Zª,«5 �­n R«x¦ £)¿3¡�¢E«5¤g¤g¡K¢r£)��«x¤»°��Ù£R¿À£)¿g¡���¤g¤g¡o q±g R«�¶�¥3¢r£q«x¤
£R¿g¡�ª)±3¨5¢E¡v«x­3Î�¡Kª	�M¢E«�´��s£R¢Z¿
¨|©�¦§«5ª	£�±A¡f )��«�¶���¢�­n¥g¤A¢r£)��«x¤Aªo³g¡5¼ ÃA¼s³,î � �dñfòk³Mî È �|ìxòk³�î 	 Î �xð{òb¼

����´x¡o¤$£)¿g¡V´x¡o©�«�¢E�s£�¸Åâx¡o©M¶>«|­�¨C±A¨| )£)�M¢E¥g©M¨| �¯>«�°À³
u(x, t)

³A£)¿g¡ÅË^£R�s¦§¡§¨{´x¡o Z¨|Ã5¡f¶3Ì�¡f¤g¡o RÃx¸
¶��Mª)ª)��±3¨�£R�s«5¤Ä Z¨�£R¡�«x­(£R¿3¨�£�¯>«�°õ��ª&¶g¡fâ|¤3¡f¶Í£)«§®A¡

ε := lim
T→∞

1

T

∫ T

0

∫

Ω

ν|∇u(x, t)|2dx dt. Ë ��¼ �5Ì

Çb­
û(k, t)

¶�¡f¤g«|£R¡fª�£)¿3¡µïg«x¥3 )��¡o "£R R¨x¤3ª�­n«5 )¦�«|­
u(x, t)

°�¿g¡f )¡
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÷.�s£)¿Å£)¿g¡À«5®�´d��«x¥Aª�¢Z¿3¨|¤gÃ5¡�«x­q´�¨x )�M¨|®g©�¡fª
k′ = δ

L
k
³g£)¿g¡À��¤d£)¡oÃ5 R¨x©X®A¡K¢E«x¦§¡Kª

Ihigh = 2(
δ

L
)

2
3αε

2
3

∫ δ
L

kmax

π

(k′)
1
3

(k′)2 + 1
dk′ ≤ 2(

δ

L
)

2
3αε

2
3

∫ δ
L

kmax

π

(k′)
1
3

2(k′)2
dk′.

Ë �g¼�í��dÌ

ã ¡f±g©�¨5¢E¡Ä£)¿g¡¾¨x®A«�´5¡¬�s¤d£R¡oÃx Z¨|©�°��s£)¿ú«x¤g¡Å«�´x¡f 
[π,∞)

¼·½"¿g�Mª§©�¡f¨x¶3ªµ£R«Á£R¿g¡¾ª	��¦§±g©s�Mâ|¡K¶·¨x¤3¶
¤g¡fÃx©��sÃ5¡o¤d£)©�¸¬©�¡fªRª�ª	¿3¨x )±Å¥g±g±w¡o �¡Kª�£R�s¦C¨|£)¡
­n«x 

Ihigh :

Ihigh ≤ 3π−
2
3αε

2
3 (
δ

L
)

2
3 .

Ë �g¼�ífðdÌ

� ¶3¶��s¤3Ã§£)¿g¡Kª	¡
¡fª	£)��¦C¨�£R¡fª�°�¡
«x®�£Z¨|��¤

I ≤ 8.3αε
2
3 (
δ

L
)

2
3 .

Ë �g¼��|ódÌ

� ª)��¤gÃC£)¿3��ª�®A«5¥g¤3¶Å­n«5 �Ç �s¤
< ||τ 0||L1(Ω) >≤ 2UL

3
2 I

1
2

Ãx��´x¡Kª"£)¿3¡µ­n«x©�©�«�°��s¤gÃC¡Kª�£R�s¦C¨|£)¡À­n«5 
£)¿3¡À¦º«�¶�¡f©SÝ ª&¢o«x¤3ª)��ª	£)¡f¤3¢E¸C¡f ) R«x 

< ||τ 0||L1(Ω) >' 6.8UL
3
2 ε

1
3 (
δ

L
)

1
3 .

Ë �g¼���í{Ì

� ª)��¤gÃC£)¿3¡»¡fª	£)��¦C¨�£R¡À­n«x  ε ≤ C1
U3

L

³qËO�s¤A¶�¡o±w¡o¤3¶g¡o¤d£�«x­ ã ¡»¨|¤A¶
ν
Ìr³w°�¡µ«x®�£Z¨|��¤>£)¿g¡º¢E©M¨|��¦§¡f¶

¡fª	£)��¦C¨�£R¡¬Ë�íx¼�í{ùxÌ

< ||τ 0||L1(Ω) >≤ C16.8U
2L

7
6 (
δ

L
)

1
3 .

Ë �g¼�� �5Ì

½"¿g�Mª��Mª� )¡f¦§¨x )Â�¨x®g©s¡À��¤$£R¿3¨�£��Ù£�±g R¡f¶��M¢r£Zª&£R¿g¡V¦§«�¶�¡f©�ª�¢E«5¤3ª	�Mª	£)¡o¤A¢E¸Å¡o R )«5 �£)«Å¨|±g±g R«5¨5¢Z¿ �o¡o R«
¥g¤g�s­n«x R¦§©s¸Í�s¤Å£)¿3¡ ã ¡o¸�¤g«5©�¶gª"¤�¥g¦V®A¡f f¼

�g�)(�� 
���� * �o���o�-, 
V�/.�.g�R� 0���23,�� �û� �f�E�5�%4x� 
����)���x�Æ#$�g����
 �»½"¿g¡Á¨x¤3¨|©�¸�ª	�MªC��¤
£)¿3¡§¢f¨xª)¡

N = 1, 2, 3, · · · ­n«x©�©s«�°&ª�£)¿3¡��f¡o R«|£R¿Á«x Z¶�¡f �¢f¨xª)¡V¥3ª)��¤gÃÅª	£R¨x®g��©s�s£�¸¾«|­ GN

¨|¤A¶¾£)¿3¡
¡fª	£)��¦C¨�£R¡fª

< ||τN ||L1 >≤ (1 + ||GN ||) < ||u||2L2 >
1
2< ||u−GNu||2L2 >

1
2 ,

Ë �g¼�� �dÌ

u−GNu = (−1)N+1(
δ

L
)2N+24N+1u

Ë �g¼���ì�Ì

Çm¤3¶�¡f¡f¶8³3®A¡fÃx��¤g¤g��¤gÃ§°��Ù£R¿
< ||u||2L2 >

1
2≤ UL

3
2

³g°�¡�¿A¨{´x¡

< ||τN ||L1(Ω) >≤ (1 + ||GN ||)UL 3
2 < ||u−GNu||2L2(Ω) >

1
2 .

Ë �g¼��xñ5Ì

ïq�s Zª	£f³g¤g«x£)¡�£)¿A¨�£&®�¸C£)¿3¡µª	±w¡f¢E£) Z¨|©8¦C¨|±g±3�s¤gÃ§£R¿g¡o«5 )¡f¦

||GN || =

N∑

n=0

λmax(I −A−1)n =

N∑

n=0

(I − 1

λmax
)n = N + 1.

Ë �g¼��|ødÌ

�



� ªV��¤åª	¥g®Aª	¡K¢r£)��«x¤ �3¼sí5³�°�¡¬¥Aª	¡Íª)±w¡f¢r£R R¨x©���¤d£)¡oÃ5 R¨|£)��«x¤+£)«Á¡o´�¨|©�¥3¨�£R¡¬£R¿g¡Í¶�¡K¢E«x¤�´5«x©�¥�£)��«x¤è¨|±g²
±g R«{Ú��s¦C¨�£R�s«5¤�Ý ª�¡f ) R«x �¨5ª�­n«5©s©�«�°&ª

I : =< ||u−GNu||2L2(Ω) >= (
δ

L
)4N+4 < ||4N+1u||2L2(Ω) >=

Ë �g¼��5ùxÌ

(
δ

L
)4N+4

∫ kmax

k0

k2N+2

1 + ( δ
L

)2k2
E(k)dk.

Ë �g¼�� �5Ì

Ê���¤3¢E¡
E(k) ≤ αε

2
3 k−

5
3

°�¡
¿3¨{´x¡

I ≤ (
δ

L
)4N+4αε

2
3

∫ kmax

0

k2N+2− 5
3

1 + ( δ
L
)2k2

dk.
Ë �g¼��|ðdÌ

� ª)��¤gÃµ£R¿g¡&­O¨5¢r£�£R¿3¨�£�£)¿g¡�¶�¡o¤3«x¦§�s¤A¨�£)«5 �«x­8£)¿g¡��s¤d£)¡fÃx Z¨|¤3¶º�Mª�®w«x¥3¤3¶�¡f¶¬®A¡f©s«�°.®�¸ 1
Ãx��´x¡Kª�£)¿3¡

ª)�s¦§±g©�¡À¡fª	£)��¦C¨�£)¡

I ≤ (
δ

L
)4N+4αε

2
3

1

2N + 4
3

(ε
1
4 ν−

3
4 )2N+ 4

3
Ë �g¼ �xódÌ

� ª
ε ≤ C1

U3

L

³� R¡oÃx R«x¥3±g�s¤3ÃÀ£)¿g¡ ã&ê Ê¬£)«V°� )�s£)¡��Ù£"��¤¬£)¡f )¦Cª�«|­�£R¿g¡ ã ¡o¸�¤g«5©�¶gª�¤�¥g¦»®w¡o �Ãx��´x¡Kª
£)¿3¡µâ| Zª�£�®w«x¥g¤3¶Å«5¤

I

I ≤ C1α

2N + 4
3

(
δ

L
)4N+4 U2

L2N+2
Re

3
2
N+1 .

Ë �g¼ �gí{Ì

½"¿�¥3ªf³g¨xª
< ||τN ||L1(Ω) >≤ (N + 1)UL

3
2 I

1
2 ,
°�¡À¿A¨{´x¡
¨ºª)��¦º±3©s¡À®w«x¥g¤A¶

< ||τN ||L1(Ω) >≤ (N + 1)(
C1α

2N + 4
3

)
1
2 (
δ

L
)2N+2 U2

LN− 1
2

Re
3
4
N+ 1

2 .
Ë �g¼ �
�5Ì

½"¿g¡Í¨x®A«�´5¡§¡fª	£)��¦§¨|£)¡¬«x­�Ç��MªÀ��¦§±g )«�´�¨x®g©s¡¬ª)��¤3¢E¡¬Ç
¿3¨5ªµ¶����À¡o R¡o¤d£»¨xª)¸�¦§±�£)«x£)�M¢oª
­n«5 »©�«�°
¨|¤A¶Í¿g��Ãx¿>°"¨{´x¡o²k¤�¥g¦V®A¡f Rªf¼ � ª��s¤Å£R¿g¡ �o¡f )«x£)¿Å«x Z¶�¡o �¢o¨5ª	¡5³gª	±3©s�s£

I := Ilow + Ihigh,
°�¿g¡f )¡

Ilow =

∫ Lπ
δ

k0

...dk,
¨x¤3¶

Ihigh =

∫ khigh

Lπ
δ

...dk.
Ë �g¼ � �dÌ

ïg«5 "£)¿g¡À©�«�°�­n R¡fçd¥g¡f¤3¢E��¡fª"°�¡
¿3¨{´x¡

Ilow ≤ (
δ

L
)4N+4αε

2
3

∫ π
δ

0

k2N+2− 5
3

1 + ( δ
L
)2k2

dk ≤ (
δ

L
)4N+4αε

2
3

∫ π
δ

0

k2N+2− 5
3 dk.

Ë �g¼ �|ì�Ì

½"¿�¥3ªf³

Ilow ≤ (
δ

L
)2N+2+ 2

3αε
2
3
π2N+ 4

3

2N + 4
3

.
Ë �g¼ �5ñ5Ì

ïg«5 "£)¿g¡À¿3�sÃ5¿Ä°"¨{´x¡�¤�¥g¦»®w¡o Zª"°�¡À¿A¨{´x¡

Ihigh ≤ (
δ

L
)4N+4αε

2
3

∫ kmax

π
δ

k2N+2− 5
3

( δ
L
)2k2

dk,
Ë �g¼ �xødÌ

�



«x K³

Ihigh ≤ (
δ

L
)2N+2+ 2

3αε
2
3

1

4N − 4
3

[((
δ

L
)ε

1
4 ν−

3
4 )2N− 2

3 − π2N− 2
3 ].

Ë �g¼ �dùxÌ

� ª)��¤gÃÅ£)¿g¡C®w«x¥g¤A¶ ε ≤ C1
U3

L

³,¢o«x©�©s¡K¢r£R�s¤gÃÅ£R¿g¡§£�°�«>¡Kª�£R�s¦C¨�£R¡fª�­n«5 
I := Ilow + Ihigh

¨x¤3¶
°� R�Ù£R�s¤gÃÁ£)¿g¡Ä )¡Kª	¥3©Ù£º�s¤è£R¡o R¦Cªµ«|­�£R¿g¡ ã ¡o¸�¤g«5©�¶gª»¤�¥g¦»®w¡o ºÃx��´x¡KªÀ£)¿3¡Äª)¿3¨| R±A¡f ÄËS¨|¤3¶è©�«x¤3Ãx¡o rÌ
¡fª	£)��¦C¨�£R¡

< ||τN ||L1(Ω) >≤
N + 1

(4N − 4
3 )

1
2

C
1
8

1 α
1
2U− 3

4
N+ 13

8 L− 3
4
N+ 13

8 Re
3
4
N− 1

4 (
δ

L
)2N+1 +

Ë �g¼ � �dÌ

+(N + 1)(
π2N+ 4

3

2N + 4
3

− π2N− 2
3

4N − 4
3

)
1
2α

1
2UL

3
2 (
δ

L
)N+ 4

3 .
Ë �g¼ �xðdÌ

½"¿g¡Í¶g«x¦§�s¤A¨|¤d£µ£)¡f )¦ �s¤å£)¿g�Mªµ¡Kª�£R�s¦C¨�£R¡C­n«x »©�¨x )Ã5¡ ã ¡¬��ªV¢E©�¡f¨x )©�¸$£R¿g¡Íâ| Zª	£µ«x¤g¡5¼Å½"¿g�Mª»âx Rª	£
£)¡f )¦ ��ªf³� R¡o¦C¨| RÂ�¨|®g©�¸x³�¨§¶�¡f¢o )¡K¨xª)�s¤3Ã»­n¥g¤A¢r£)��«x¤¾«x­

L
¨|¤A¶

U
­n«x 

N > 2.
8 � ���5�3� 
���<)�s�5���Á��� ,	<)���3� 
��Ù� �é� : �,��� �
ïg«5 VÈ,É�Ê+°��s£)¿·¶�¡K¢E«5¤d´5«x©�¥�£)��«x¤-¦§«�¶�¡o©MªÀ£R«

®w¡&­n¡f¨5ª	��®g©�¡�­n«x �­n¥g©�©s¸C¶�¡f´x¡o©�«x±w¡f¶V£R¥g )®3¥g©s¡f¤3¢E¡�£�°�«V¢E«x¦§±w¡E£R�s¤gÃ» )¡Kª�£R )�M¢r£R�s«5¤3ªI«x¤§£R¿g¡�¨{´5¡o Z¨|Ã5�s¤gÃ
 Z¨x¶���¥3ª�¦V¥3ª	£,ª	��¦»¥3©Ù£Z¨|¤g¡f«x¥3ª)©s¸�®A¡�ª)¨|£)�Mª)âx¡f¶8¼,ï,�� Zª�£K³ δ

L

¦V¥3ª	£(®A¡�°�¡f©s©5�s¤Aª	�M¶�¡v£R¿g¡v��¤g¡o )£)�M¨|©5 R¨x¤gÃx¡5³
δ
L
>> ε−

1
4 ν

3
4 .
Ê�¡K¢E«5¤3¶8³8£R¿g¡§¦º«�¶�¡f©�ª
¢o«x¤3ª)��ª	£)¡f¤3¢E¸¾¡f ) R«x �¦»¥Aª�£À®w¡§ª)¦C¨|©�©SÏ

< ||τ || ><< 1.÷+¡»¿3¨{´5¡»ª	¡f¡o¦ö£)¿A¨�£�£R¿g�Mª�Ã5�s´5¡fª�¨|¤¾¥g±g±w¡o 
®w«x¥g¤A¶¾«x¤ δ
L

°�¿3��¢Z¿Á¶g¡f¢E R¡f¨5ª	¡Kª�¨5ª ã ¡V�s¤3¢o )¡K¨xª)¡fªf¼
ïg«5 &È(É�ÊC£R«C®A¡À¥3ª)¡E­n¥3©S³�£R¿g¡fª)¡�£�°�«C¢o«x¤3ª	£) Z¨|��¤d£Rª�¦»¥3ª	£&®w¡µª)¨|£)�Mª)âx¡f¶Åª	��¦»¥g©s£R¨x¤g¡o«5¥3ª)©s¸5¼

½,«¬�s©�©�¥3ª�£R R¨|£)¡»£)¿g¡º¢E«x¦§±w¡E£R�Ù£R�s«5¤$®A¡o£�°�¡f¡o¤>£R¿g¡fª)¡µ£�°�«Í¢E«5¤3ª	£) Z¨|��¤5£Zªo³w¢E«5¤3ª	�M¶�¡f �£)¿g¡ �o¡f )«x£)¿
«x Z¶�¡f �¦º«�¶�¡f©(â| Zª	£�¨|¤3¶>ª)¥g±g±g R¡fªRª�¨|©�©(¢E«5¤3ª	£R¨|¤d£Zª"¡EÚg¢E¡f±�£ δ

L

¨|¤3¶
Re. � ª)�s¤gÃ§£R¿g¡»¢o«x¤3ª)��ª	£)¡f¤3¢E¸¡o R R«x "®A«5¥g¤3¶-Ë�í5¼síKø5Ì�¸��s¡f©�¶gª�¨V¤A¨| R )«�°.®3¨x¤3¶Å«|­�±A«dª)ª)��®g©s¡
´�¨|©�¥g¡Kª"«|­q£)¿g¡µ¨{´5¡o Z¨|Ãx��¤gÃµ Z¨x¶g�s¥3ª

C Re−
3
4 <<

δ

L
<< C Re−

1
2 .

ËnìA¼sí{Ì

½"¿�¥3ªf³�£)¿g¡"¡oÚd£R R¨�¨|¤A¨|©�¸�ª)�Mª( R¡fçd¥g�� )¡K¶µ�Mª��s¦§±w«x )£R¨x¤5£q­n«x IÃ5�s´���¤gÃ
¨|¤V¨5¢o¢o¥g R¨|£)¡"¨|¤3¨x©s¸d£R��¢f¨|©�¨xªRª	¡Kª)ª	²
¦§¡o¤d£�«x­(È(É�ÊX¼xÇm¤3¶g¡o¡f¶�³d¥Aª	��¤gÃµ��¤3ª	£)¡f¨5¶§£)¿3¡�ª)¿3¨| R±A¡f �¡Kª�£R�s¦C¨�£R¡

< ||τ 0|| >≤ C( δ
L
)

1
3 ,
±g R¡f¶��M¢r£Zª

ª)¥3¢o¢o¡fªRª"«|­(£R¿g¡ �o¡f )«x£)¿Å«x Z¶�¡o "¦§«�¶�¡o©(±g )«�´��M¶�¡f¶

C Re−
3
4 <<

δ

L
<< C · 1. ËOì3¼��xÌ

ïg«5 §£)¿g¡ÁÃx¡o¤3¡o Z¨|©"¿g��Ãx¿g¡f ¬«x Z¶�¡o §¦§«�¶�¡o©
(N = 1, 2, · · ·) £R¿g¡$¶�«5¦º��¤3¨x¤5£C£R¡o R¦ ��¤ú£)¿g¡

¢E«5¤3ª)��ª	£)¡f¤3¢E¸C¡f ) R«x ���ª
< ||τN || >≤ C Re

3
4

N− 1
4 ( δ

L
)2N+1.

½"¿�¥3ªf³
< ||τN || ><< 1

±g R«�´d�M¶�¡K¶
δ
L
<< Re

−3N+1

8N+4 .
½"¿g¡À¢o«x¦§±A¡o£)��¤gÃ§­n¡f¨5ª	��®g��©s�s£�¸Í¢o«x¤3¶��s£)��«x¤Aª�¨| R¡�£R¿�¥3ª

C Re−
3
4 <<

δ

L
<< C Re

−3N+1

8N+4 ≈ C Re−
3
8 .

ËnìA¼ �dÌ

	 «x¥3±g©s¡K¶å°��s£)¿·£)¿g¡>«x®Aª	¡f )´�¨�£R�s«5¤3ªÀ£R¿3¨�£¾Ën�^ÌÅËnìA¼ �dÌ»¨5¢r£)¥A¨|©�©s¸-��¦º±3 )«�´5¡fªV°��Ù£R¿·��¤3¢E R¡f¨5ª	��¤gÃ
N(≥ 1)

¨xª
L,U

�s¤A¢E R¡f¨xª)¡x³�¨|¤A¶$Ën���MÌ�£R¿g¡�¨5¢o¢o¥g R¨5¢E¸º«|­�£R¿g¡�¦º«�¶�¡f©X�s¤3¢o )¡K¨xª)¡fª�¶� Z¨|¦C¨�£R��¢f¨|©�©s¸§¨xª
N
��¤3¢E R¡f¨5ª	¡Kªo³|£)¿g¡�«�´x¡o Z¨|©�©3¨x¤3¨|©�¸d£)�M¢&¢E«5¤3¢E©�¥3ª)�s«5¤C��ªv£)¿3¨|£�¿g��Ãx¿g¡f �«5 R¶�¡f v¦§«�¶�¡o©Mª�¨x )¡�±g )¡o­n¡o Z¨|®g©�¡

£)«·©s«�°�¡o C«5 R¶�¡f C¦§«�¶g¡o©Mªo¼ ½"¿g�Mª¬«x®Aª	¡f )´�¨�£R�s«5¤�³�°�¿g�s©�¡Áª)¥g R±g )�Mª)�s¤gÃ-­n R«x¦ £)¿g¡Á±A«5�s¤d£Í«x­
´���¡o°
«|­�£) Z¨x¶��s£)��«x¤A¨|©"¡o R )«5 V¨x¤3¨|©�¸�ª	�Mªo³���ªC¢o«x¤3ª)��ª	£)¡f¤d£º°��s£)¿û£)¿g¡¾¡oÚ�£)¡o¤Aª	��´x¡Å¡EÚ�±w¡o R�s¦§¡o¤d£ZªV°��s£)¿û£)¿3¡
¦§«�¶�¡o©Mªo¼ � £�£)¿g�Mª�±A«5�s¤d£
°�¡§¶�«Ä¤g«|£
Â�¤g«�°ü�Ù­�£)¿g¡V­O¨x¢E£�£R¿3¨�£CËnìA¼ �dÌ&�Mª�¦§«5 )¡V )¡Kª�£R )�M¢r£R�s´5¡µ£)¿A¨|¤
ËnìA¼ �5Ì���ªÀ¨x¤¹¡Kª)ª)¡o¤d£)�M¨|©q­n¡K¨�£)¥3 )¡§«|­�¿g��Ãx¿g¡f �«5 R¶g¡o 
¦§«�¶g¡o©Mª
«x À�MªÀ¶�¥g¡º£)«>±w«5ªRª	��®g©�¸$�s¦§±g R«�´�¨|®g©�¡
¦§¡f¢Z¿3¨x¤g�M¢oª"«|­q«x¥g &¨x¤3¨|©�¸�ª	�Mªf¼

�(�
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